U C—A 1 POLYTECHNIQUE
A . MONTREAL

Université 38 UNIVERSITE

Grenoble Alpes GROUP FOR RESEARCH & D'INGENIERIE

IN DECISION ANALYSIS

Les mesures de risques en optimisation sous incertitudes

Romain COUDERC

8 décembre 2021




Sommaire

@ Présentation du probléme
© Algorithme Robust-MADS
© Algorithme ROBOBOA
O L algorithme ROSA

© Comparaisons numériques

Romain COUDERC



ntation du probléme

L’optimisation sous incertitudes par mesure de risque consiste a résoudre le
probléme suivant :

min E[f(z,¢)] (1)

TER™
avec :

o f:R"™ x S — Sz une boite noire bruitée,

o =:S2 — R une mesure de risque permettant de traiter les incertitudes
£e s




Présentation du probléme

L’optimisation sous incertitudes par mesure de risque consiste a résoudre le
probléme suivant :

min E[f(z,¢)] (1)

TER™
avec :

o f:R"™ x S — Sz une boite noire bruitée,

o =:S2 — R une mesure de risque permettant de traiter les incertitudes
£e s
Par exemple :
e avec S1 = Q, So = LY(Q, F,P) et Z[] = E¢[] ont (Q, F,P) défini un
espace probabilisé, le probléme (1) est un probléme d’optimisation en
espérance, dit "neutre au risque".

e avec S1 =U C R™, S = Ir et E[| = maxecy (-], le probléme (1) est un
probléme d’optimisation robuste, dit "du pire cas".
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Présentation du probléme

Une fonction et différentes mesures de risques
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Présentation du probléme

Une fonction et différentes mesures de risques
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Présentation du probléme

Une fonction et différentes mesures de risques
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Algorithme Robust-MADS

Minimisation en espérance

L’algorithme Robust-MADS [1] cherche a résoudre le probléme suivant :

min f(z)

ou

fo = [ swe (<120 0,

g

Remarque, si £ un vecteur aléatoire Gaussien, on a :

Ee[f(e+8)] = \/% - Sz +&)exp (—ng )dg

2
= \/% (u) exp <—%) du
o2 Jrn

f(x)
V2ro?
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Algorithme Robust-MADS

Estimation de f

Estimation de la fonction f', aprés | évaluations de fonction, par

2\ 2wevt P@,0)f(v)
f (I) B Zvevl P(x7v)

avec

1 ||:c—'u||2
P — _
(z,v) = s exp( 3




Algorithme Robust-MADS

Principe de I’algorithme

Soit X* Pensemble des candidats solutions & Pitération k par I'étape de
sonde ou létape de recherche. Pour chaque candidat = € X*, la procédure
suivante s’applique :
@ Mise a jour du cache : V! = V=1 U {z}.
@ Calcul de f'(v) pour tout v € V.
@ Sélection du meilleur point z' € argmin{f'(v) : v € V'}.
o si z! = z alors on augmente la taille de la sonde.
o si z! # 2!~ on garde la méme taille de sonde.
o Dans les deux cas, on passe & 'itération suivante.
@ Dans le cas ol aucun point candidat ne fournit une amélioration du
meilleur point & date, on diminue la taille de la sonde.

Résultat de convergence : x* est la limite des optima locaux du treillis
qui devient infiniment fin.
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Algorithme ROBOBOA

Optimisation dans le pire cas

L’algorihme ROBOBOA |2] cherche & résoudre le probléme suivant :

xan g e
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Algorithme ROBOBOA

Optimisation dans le pire cas

L’algorihme ROBOBOA |2] cherche & résoudre le probléme suivant :

xan g e

L’idée de I'algorithme est de résoudre ce probléme par la méthode inexacte
d’approximations successives ("Inexact method of outer approximation"),
c’est & dire de résoudre successivement

max f(Z,u) et min Jhax, fz,u)
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Algorithme ROBOBOA

Optimisation dans le pire cas

L’algorihme ROBOBOA |2] cherche & résoudre le probléme suivant :

xan g e

L’idée de I'algorithme est de résoudre ce probléme par la méthode inexacte
d’approximations successives ("Inexact method of outer approximation"),
c’est & dire de résoudre successivement

max f(Z,u) et min max T,u
uelU f( ’ ) xER™ uGZA{gZ(f( ’ )
Deux difficultés dans cette approche :

o le contexte d’optimisation sans dérivée — Méthode & région de
confiance.

o la taille de I'ensemble &/ — "Manifold sampling".
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Algorithme ROBOBOA

Résultat de convergence

Sous les conditions suivantes :
o f et Vf sont localement Lipschitz continues.
o U est compact.
e Etant donné A, z* € R® et U*, il existe kg >0 et kg > 0 indépendant
de A, z* et U* tel que Vo € U*
|f(a® +5,u7) —mb (2" +5) < kfA* Vs € B(0,A)
IVFa" +s,u) — Vmb(a" +5) <wsA Vs € B(0,A).

Alors le point d’accumulation x* généré par I'algorithme ROBOBOA est tel
que

0€0 (glea&(f(x*,u)) .




L’algorithme ROSA

Optimisation adaptative

Soit f une fonction intégrable, le quantile de niveau « en x est défini
comme :

£2(a) = inf{t : P(f(a,€) <) > 1—a}
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L’algorithme ROSA

Optimisation adaptative

Soit f une fonction intégrable, le quantile de niveau « en x est défini
comme :

£2(a) = inf{t : P(f(a,€) <) > 1—a}

On définit ensuite CVaR.(f(x,&)) comme étant :

CVaRa(f(:B,ﬁ)) = Eg[f(%f”f(l’,ﬁ) > t;(a)]
=ta(@) + SEe[(f(2,€) — tr(a))+]
= inf Ee[f(2.9)+ (L= f(2.O)s + (0~ = (/2.6 — 4]

L’algorithme ROSA cherche & résoudre le probléme suivant :

min  Be[f(z,€) + (t = f(2,6)+ + (@™ = D)(f(x,€) — )4]

(z,t)EX XR

ha(=,t,€)
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L’algorithme ROSA

Principe de I’algorithme

L’algorithme est fondé sur la méthode d’approximation stochastique dont la
mise & jour est la suivante :

k41 k k k 4k cky ok
T =T —a ha(X ) t ) § )fz
ot la suite a” est une suite scalaire positif vérifiant

Zak =00 et z:(ak)2 < 0.
3 k

La suite des itérés va alors "traquer" le comportement asymptotique de
I’équation différentielle suivante

&(u) = =VaEe(ha(z(u), t(u),§))
qui converge vers l’ensemble défini par :

H; = {x : Vng(ha(x(u)vt(u)7€) = 0}
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L’algorithme ROSA

Résultat de convergence

Soit X C R™ un ensemble compact et (2, F,P) un espace probabilisé. On
fait I’hypothése que :
o Les vecteurs incertains £, et £, sont indépendants.

@ Les fonctions de répartitions marginales de chaque variable de &, sont
connues.

La fonction f(z,-) est bornée pour tout = € X.

La fonction f(x,-) est F-measurable pour tout = € R™.

Alors les itérés z* tendent vers K lorsque k — oo ol K est un sous ensemble
compact des points d’équilibre asymptotiquement stable de ’ensemble H,.
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Compar 1s numériques

Les tests numériques sont conduits sur un ensemble de probléme test de la
littérature. Les éléments clés sont les suivants :

e Un probléme test est une combinaison d’une fonction objectif bruité et
d’un ensemble incertain particulier.

o Les ensembles incertains sont compacts pour pouvoir comparer les trois
algorithmes.

o La taille des probléme test varie de 2 & 100 pour la dimension de x et
de n & 2n — 2 pour la dimension de £.

o Les résultats sont présentés & partir de profil de donnée dont le test de
convergence est le suivant pour a € (0,1] :

tro (@) = txe () = (1= 7)(t0 (@) — ts ()
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Figure — Résultats pour les problémes test avec n < 10 for 7 = 0.1 (en haut) et
7 =0.01 (en bas)
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Figure — Résultats pour les problémes test avec n > 10 for 7 = 0.1 (en haut) et
7 =0.01 (en bas)
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